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DE´FORMATIONS DE FIBRE´S VECTORIELS
SUR LES VARIE´TE´S DE DIMENSION 3
Nicolas PERRIN
Introduction
Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension 3 sur un corps k alge´briquement clos. Nous
nous inte´ressons dans cet article a` l’espace de modules MX(0, c2, 0) des faisceaux de rang 2,
sans torsion, semi-stables et de classes de chern (0, c2, 0). Soit U l’ouvert forme´ des faisceaux
localement libres. Dans le cas ou` X est P3, cet ouvert U contient lui meˆme l’ouvert Ic2 des
instantons de degre´ c2 (forme´ des fibre´s E stables et ve´rifiant l’annulation du groupe H
1E(−2)).
Nous e´tudions les faisceaux E non localement libres qui sont limites de faisceaux localement
libres, c’est a` dire le bord de U dans MX(0, c2, 0).
Cette e´tude a e´te´ motive´e par les descriptions de diffe´rentes composantes du bord des instan-
tons. En particuler, dans [P1] proposition 15 nous trouvons une obstruction a` eˆtre limite d’instan-
tons pour une famille de faisceaux de MP3(0, 3, 0). De fac¸on plus ge´ne´rale dans MP3(0, c2, 0), la
condition d’Ellingsrud et Strømme (cf. [ES] et [H]) peut eˆtre interpre´te´e comme une obstruction
a` eˆtre limite d’instantons (voir proposition 3.9).
Dans une premie`re partie (deux premiers paragraphes) nous donnons des conditions d’ob-
struction ge´ne´rales expliquant ces diffe´rents exemples. Ces re´sultats permettent de donner une
ide´e du faisceau ge´ne´ral d’une composante du bord de la varie´te´ Ic2 . En particulier ils sont en
accord avec la conjecture de L. Gruson et G. Trautmann pre´disant le bord de I3 (voir [P1] pour
plus de de´tails).
Dans une seconde partie, nous donnons un exemple sur P3 qui montre que les conditions
ne´cessaires de la premie`re partie ne sont pas vides. De plus dans cet exemple elle sont suffisantes.
Soit E un faisceau de MX(0, c2, 0) sans torsion non localement libre. Nous donnons des
conditions ne´ce´ssaires pour que ce faisceau E soit limite re´duite (cf. de´finition 1.2) de fibre´s
vectoriels. Notons E′′ le bidual de E et Q le conoyau de l’injection de E dans E′′, nous montrons
plus pre´cise´ment que si E a un lieu singulier de dimension pure 1 (cf. de´finition 1.4) alors
THE´ORE`ME 0.1. — Si E est limite re´duite de fibre´s vectoriels, alors on a un isomorphisme
syme´trique Ext2OX (Q,OX) ≃ Q. Soit C le 0
ie`me ide´al de Fitting de Q, si ωX |C a une racine
carre´e
√
ωX |C , alors le faisceau Q⊗
√
ωX |C est une the´ta-caracte´ristique sur C.
Plus ge´ne´ralement (sans hypothe`se sur le lieu singulier), nous montrons le




−→ Ext1OX (E,OX ) −→ Ext
3
OX
(Q,OX ) −→ 0
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(E,OX),F). Notons p la fle`che du faisceau HomOX (Q,F)
dans HomOX (E
′′,F) de´finie par la surjection de E′′ dans Q. Nous montrons alors le
THE´ORE`ME 0.3. — Si le faisceau E est limite re´duite de fibre´s vectoriels, alors la compose´e




Dans le cas des faisceaux E dont le lieu singulier est de dimension pure 0 construits dans
[P1], cette condition est suffisante. Cependant, si le faisceau E a un lieu singulier de dimension
pure e´gale a` 1, nous donnons une nouvelle une condition. Nous montrons que la surjection de





THE´ORE`ME 0.4. — Si le faisceau E est limite re´duite de fibre´s vectoriels, alors l’e´le´ment ξ du
groupe d’extensions Ext1OC (Ext
1
OX
(Q,F),Ext2OX (Q,F)) est nul.
Nous montrons ensuite en utilisant la the´orie des foncteurs cohe´rents ([Ha2]) que les condi-
tions fonctorielles des the´ore`mes 0.3 et 0.4 sont ve´rifie´es si et seulement si elles le sont pour le
seul faisceau F = Q. Plus pre´cise´ment nous montrons la
PROPOSITION 0.5. — Notons Coh(X) la cate´gorie des foncteurs cohe´rents de Mod(X).




(Q, •)) ≃ Ext2OX (Q,Q)




(Q, •),Ext2OX (Q, •)) ≃ H
1Ext1OX (Q,Q).
Ce dernier groupe est la valeur prise par le foncteur de gauche en Q.
Les conditions obtenues sont des conditions pour qu’un faisceau soit limite re´duite de fibre´s
vectoriels. Cependant il est facile de ve´rifier que, pour les familles construites dans [P1], une
de´formation ge´ne´rale est re´duite. Les the´ore`mes 0.2 et 0.3 expliquent alors les conditions obtenues
a` la proposition 15 de [P1].
Dans la seconde partie de cet article nous donnons un exemple qui montre que les conditions
obtenues aux the´ore`mes 0.1 et 0.4 ne sont pas vides et qu’elles sont dans ce cas suffisantes. Nous
de´crivons une famille V de MP3(0, c2, 0) non adhe´rente a` U et nous montrons que le ferme´ V0
ve´rifiant la condition du the´ore`me 0.4 est dans l’adhe´rence de U (the´ore`me 3.2). Nous montrons
que tous les faisceaux de V0 peuvent eˆtre obtenus par de´formation re´duite. Si on note V
pair
0 la
partie de V0 correpondant aux the´ta-caracte´ristiques paires, on a :
THE´ORE`ME 0.6. — La condition du the´ore`me 0.4 de´fini dans V un ferme´ strict V0. Ce dernier
est adhe´rent a` U. Si c2 ≤ 5 alors V
pair
0 forme une composante irre´ductible du bord de Ic2.
Nous montrons que toutes les de´formations construites dans cette seconde partie sont re´dui-
tes. On peut alors formuler la conjecture suivante :
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CONJECTURE 0.7. — Une de´formation ge´ne´rale de fibre´s vectoriels est re´duite.
Cette conjecture est vraie pour toutes les familles conside´re´es dans [P1] et pour les de´forma-
tions que nous construisons dans la seconde partie de cet article. Il est e´galement facile de ve´rifier
qu’elle est vraie pour MP3(0, 2, 0) ce qui permet d’expliquer les diffe´rentes composantes du bord
de I2 de´crites par M. S. Narashiman et G. Trautmann dans [NT].
Enfin, pour les familles de faisceaux conside´re´es dans la seconde partie, celles construites
dans [P1] et celles de [NT], les conditions pre´ce´dentes sont suffisantes.
Remerciements : Je tiens a` remercier Laurent Gruson pour toute l’aide qu’il m’a apporte´
durant la pre´paration de ce travail.
1 Pre´liminaires
Nous donnons dans ce paragraphe quelques de´finitions et les premie`res proprie´te´s sur les
faisceaux limites de fibre´s vectoriels dont nous aurons besoin dans la suite.
1.1 De´finitions et premie`res remarques
Nous de´finissons les notions de “limite” et “limite re´duite” d’instantons et de “dimension
pure” du lieu singulier, nous fixons e´galement quelques notations.
Notation 1.1. — Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K et de corps
re´siduel k. Nous supposerons toujours que A contient son corps re´siduel. Si M est un A-module
on note MK le K espace vectoriel M ⊗A K et Mk le k espace vectoriel M ⊗A k. Notons π une
uniformisante de A. On note An l’anneau A/(π
n).
DE´FINITION 1.2. — Une de´formation de faisceaux de MX(0, c2, 0) d’anneau A est la donne´e
d’un OXA-module E de rang 2, plat sur A et tel que EA de´finisse un point de MX(0, c2, 0)(A).
Le faisceau Ek est la limite de la de´formation. On dira que c’est une de´formation (ou que Ek est
limite) de faisceaux localement libres (resp. d’instantons) si EK de´finit un point de U(K) (resp.
Ic2(K)).
Une de´formation E de fibre´s vectoriels sera dite re´duite si pour tout i > 0, les faisceaux
ExtiOXA
(E ,OXA) — qui sont a priori de´finis sur OXAn pour un certain n — sont de´finis sur
OXk .
Remarque 1.3.—Nous conside´rons une famille de faisceaux sur un anneau de valuation discre`te
A. Il n’est pas e´vident a priori que toute de´formation soit de ce type car l’espace des modules n’a
pas de faisceau universel. Cependant, cet espace est un bon quotient d’une varie´te´ sur laquelle
il existe un tel faisceau (cf. [M]). Il suffit donc de conside´rer une de´formation sur cette varie´te´,
ce qui de´finit un faisceau sur un anneau de valuation discre`te A. On peut de plus supposer que
l’anneau A contient son corps re´siduel k car on est au dessus d’un corps k alge´briquement clos.
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DE´FINITION 1.4. — On dira qu’un faisceau E de rang 2 sur X et sans torsion a un lieu
singulier de dimension pure e´gale a` 1 si les faisceaux ExtjOX (E,OX ) sont nuls pour j > 1 et si
les faisceaux ExtkOX (Ext
1
OX
(E,OX ),OX ) sont nuls pour k 6= 2.
DE´FINITION 1.5. — On dira qu’un faisceau E de rang 2 sur P3 et sans torsion a un lieu
singulier de dimension pure e´gale a` 0 si les faisceaux ExtjOX (E,OX ) sont nuls pour j > 2 et si
les faisceaux ExtkOX (Ext
1
OX
(E,OX ),OX ) et Ext
k
OX
(Ext2OX (E,OX ),OX) sont nuls pour k 6= 3.
Remarques 1.6. — (ı) On note E′′ le bidual de E et Q le conoyau de l’injection canonique de
E dans E′′. Le faisceau E′′ est re´flexif tandis que le support du faisceau Q est de dimension au
plus 1. Le faisceau E a un lieu singulier de dimension pure 1 ou 0 si on a respectivement l’une
des deux conditions suivantes :
– E′′ est localement libre et le 0ie`me ide´al de Fitting de Q est de dimension pure e´gale a` 1.
– le 0ie`me ide´al de Fitting de Q est de dimension 0.
(ıı) Les faisceaux dont le lieu singulier est de dimension pure 0 ou 1 forment deux ouverts
disjoints de MX(0, c2, 0) \U. Il est ainsi possible que pour un faisceau E assez ge´ne´ral du bord
de U, le lieu singulier de E soit en dimension pure 0 ou 1. C’est ce qu’affirme la conjecture de
L. Gruson et G. Trautmann dans le cas des instantons (cf. [P1]).
1.2 Premie`res proprie´te´s
PROPOSITION 1.7. — Soit E une de´formation de fibre´s vectoriels. Le faisceau E est re´flexif de
dimension projective infe´rieure ou e´gale a` 2. Si le lieu singulier de E ⊗OXAOXk est de dimension
pure e´gale a` 1 alors sa dimension projective est 1.
De´monstration : On a pd(Ex) = prof(OXA,x) − prof(Ex) ([E] The´ore`me 19.9). Il suffit donc
de montrer que si dimOXA,x = i ≥ 2, alors prof(Ex) ≥ 2 pour obtenir le premier re´sultat (cf.
[Ha1] proposition 1.3).
Si Ex est libre, sa profondeur est e´gale a` celle de OXA,x. C’est le cas de`s que l’ide´al maximal
Mx ne contient pas une puissance de π.
Si Mx contient une puissance π
k de π, remarquons que comme E est plat sur A, l’e´le´ment πk
n’est pas diviseur de 0. De plus le faisceau Ek est sans torsion donc sa profondeur est au moins
1 et il en est de meˆme de E ⊗A A/(π
k). Ainsi la profondeur de Ex est au moins 2.
Pour prouver la dernie`re assertion il suffit de montrer que si dimOXA,x = 4, alors on a
prof(Ex) ≥ 3. Soit x un tel point et supposons que le lieu singulier de E ⊗OXA OXk est de
dimension pure e´gale a` 1. Il suffit de montrer que prof((Ek)x) = 2. Cependant on a la suite
exacte 0 −→ (Ek)x −→ (E
′′
k )x −→ Qx −→ 0 ou` prof((E
′′
k )x) = 3 et prof(Qx) = 1 (cf. remarque
1.6). Ceci prouve le re´sultat ([E] corollaire 18.6).
Notations 1.8. — (ı) Tous les complexes conside´re´s sont a` degre´s de´croissants et nul a` droite.
(ıı) Pour toute de´formation E de fibre´s vectoriels, nous fixons les notations suivantes. La
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proposition pre´ce´dente permet de conside´rer le complexe
E• : L2 −→ L1 −→ L0
de faisceaux localements libres sur OXA qui est une re´solution de E . Le complexe dual est :
Eˇ• : Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2
dont la cohomologie est E , Ext1OXA
(E ,OXA) et Ext
2
OXA
(E ,OXA) en degre´s 2, 1 et 0 respective-
ment. On conside`re e´galement le complexe
L• : L2 −→ L1 −→ L0 −→ Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2
de cohomologie Ext2OXA
(E ,OXA) et Ext
1
OXA
(E ,OXA) en degre´s 0 et 1 et nulle ailleurs.
(ıı) On note E le faisceau E⊗OXAOXk et on conside`re les restrictions des complexes pre´ce´dents
a` OXk . On les note respectivement de la fac¸on suivante : le complexe
E• : L2 −→ L1 −→ L0
qui est une re´solution localement libre de E sur OXk , le complexe
Eˇ• : Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2
dont la cohomologie est E′′ (le bidual de E), Ext1OXk
(E,OXk ) et Ext
2
OXk
(E,OXk) en degre´s 2,
1 et 0 et le complexe
L• : L2 −→ L1 −→ L0 −→ Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2





Q (le conoyau de l’injection E −→ E′′) en degre´s 0, 1 et 2 respectivement.
Remarque 1.9. — Soit L un OXAn -module. Si L est de´fini sur OXk , alors on a l’identification
Tor
OXA
1 (L,OXk) ≃ L⊗OXA OXk .
LEMME 1.10. — Soit L un OXk -module. Pour tout i positif on a la de´composition suivante





De´monstration : Soit L′• une re´solution de L sur OXk . Comme A contient son corps re´siduel
k, on peut conside´rer le complexe L′• ⊗k A (ce qui en fait un OXA-module) et le mapping coˆne
L′• du morphisme de complexes L′• ⊗k A
pi
−→ L′• ⊗k A.
FAIT . — Le complexe L′• est une re´solution de L sur OXA .
De´monstration : On a la suite exacte de complexes
0 −→ L′
•
⊗k A −→ L
′• −→ L′
•
⊗k A[−1] −→ 0
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La suite exacte longue de cohomologie permet de ve´rifier que H3(L′•) et H2(L′•) sont nuls et
que l’on a une suite exacte :
0 −→ H1(L′
•
) −→ L⊗k A
1⊗pi




Cependant la fle`che centrale est injective et son conoyau est L ⊗k k ≃ L.
La suite exacte de complexe pre´ce´dente n’est pas scinde´e mais elle se scinde sur OXk . On
applique le foncteur HomOXA
( • ,F) a` cette suite exacte de complexe. Elle reste exacte et se












Le groupe H i(HomOXA
(L′•,F)) est ExtiOXA
(L,F). De plus le complexe L′• est une re´solution
de L sur OXk donc le groupe H
i(HomOXA
(L′• ⊗k A,F)) = H
i(HomOXk
(L′•,F)) et le groupe
H i−1(HomOXA





2 Conditions a` la limite
Nous supposons dans ce paragraphe queE est un point deMX(0, c2, 0). S’il est limite de fibre´s
vectoriels, nous noterons E la de´formation associe´e, le faisceau E s’identifiant a` E ⊗OXA OXk .
2.1 Proprie´te´s de dualite´
LEMME 2.1. — Si E est limite de fibre´s vectoriels, les faisceaux Q et Ext2OXk
(E,OXk ) s’i-





(E ,OXA),OXk ) et Ext
2
OXA
(E ,OXA) ⊗OXk OXk . On a
e´galement la suite exacte :
0→ Ext1OXA









De´monstration : On a le complexe de faisceaux localement libres (cf. notations 1.8) :
L• : L2 −→ L1 −→ L0 −→ Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2
dont la cohomologie est Ext1OXA




Si on applique le foncteur • ⊗OXA OXk a` ce complexe, nous obtenons le complexe
L• : L2 −→ L1 −→ L0 −→ Lˇ0 −→ Lˇ1 −→ Lˇ2










qui donne les re´sultats voulus.
Remarque 2.2. — Si le lieu singulier de E est de dimension pure 1, on a alors les simplifications
suivantes : le faisceau Ext2OXk









(E ,OXA),OXk ) et a` Ext
1
OXA
(E ,OXA)⊗OXA OXk .
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THE´ORE`ME 2.3. — Si E est limite re´duite de fibre´s vectoriels et que son lieu singulier est de
dimension pure 1, alors on a un isomorphisme syme´trique Ext2OX (Q,OX ) ≃ Q. Soit C le 0
ie`me
ide´al de Fitting de Q, si ωX |C a une racine carre´e
√
ωX |C , alors le faisceau Q⊗
√
ωX |C est une
the´ta-caracte´ristique sur C.
De´monstration : Le lemme 2.1 et la remarque 1.9 (applique´e a` L = Ext1OXA
(E ,OXA)) don-
nent l’isomorphisme syme´trique Ext2OXk
(Q,OXk) ≃ Q. Si
√
ωX |C existe, la suite spectrale de
changement de base donne un isomorphisme syme´triqueHomOC (Q⊗
√
ωX |C , ωC) ≃ Q⊗
√
ωX |C .









De´monstration : Ce the´ore`me de´coule directement de la remarque 1.9 (applique´e aux fais-
ceaux Ext1OXA
(E ,OXA) et Ext
2
OXA





(E,OXk ). Il montre en particulier que le lieu (re´duit) ou` le faisceau
E′′ n’est pas localement libre est exactement situe´ au niveau du support (re´duit) de Q. Ceci
reste vrai si la de´formation n’est pas re´duite.
2.2 Proprie´te´s d’annulation
Soit E un faisceau de MX(0, c2, 0) et supposons que E ve´rifie les conditions du the´ore`me
2.4. Nous cherchons dans ce paragraphe a` de´terminer des conditions ne´cessaires sur la fle`che
surjective p de P(Hom(E′′, Q)) de´finissant E a` partir de E′′ et de Q pour que le faisceau E soit
limite de fibre´s vectoriels.
Appliquons le foncteur HomOXk
( • ,F) au complexe Eˇ• (cf. notations 1.8), nous obtenons




















(c’est un isomorphisme si E est limite re´duite) avec la fle`che de restriction canonique
Ext1OXA








q (G,OXk ),F)⇒ ExtOXA
(G,F)
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En effet, comme E est plat on a les fle`ches de restriction ExtqOXA









(E ,OXA),F). Par ailleurs, la
remarque pre´ce´dente ou le lemme 1.10 (avec pour L le faisceau ExtqOXk






















De´monstration : En appliquant le foncteur HomOXA





Elle donne les fle`ches compatibles suivantes :
HomOXA
(HomOXA




















(E,F) (car E est autodual, plat sur A et que F est de´fini sur OXk).
La suite exacte HomOXk
(Q,F) −→ HomOXk
(E′′,F) −→ HomOXk
(E,F) impose que l’im-
age du faisceau HomOXk
(Q,F) dans HomOXA
(HomOXA
(E ,OXA),F) est nulle.
LEMME 2.7. — Pour tout p et q les diagrammes suivants sont commutatifs :
ExtpOXA
(ExtqOXA




(E ,OXA),F)xfp,q xgp(ExtqOXA (E,OXA))
ExtpOXk
(ExtqOXk




(E ,OXA)⊗OXA OXk ,F)
De´monstration : Pour simplifier les notations, nous ne pre´ciserons plus le faisceau G associe´ au













(E ,OXA)⊗OXA OXk ,F)
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qui permet de conclure car fp,q est la compose´e de resA et de gp.
L’isomorphisme de Q dans Ext1OXA
(E ,OXA)⊗OXAOXk (car la limite est re´duite) et le lemme
pre´ce´dent nous donnent le diagramme commutatif :
Ext2OXA
(Ext1OXA















nulle. L’injectivite´ de g2 montre que l’image de HomOXk
(Q,F) dans Ext2OXk
(Q,F) est nulle.
2.3 Une nouvelle condition
Dans ce paragraphe nous donnons une nouvelle condition limite. Nous supposons que E
ve´rifie les conclusions du the´ore`me 2.6 et que son lieu singulier est de dimension pure e´gale a` 1.
Cette dernie`re hypothe`se assure que le faisceau E′′ est localement libre et que le faisceau
Ext1OXk
(E,OXk) s’identifie au faisceau Q. Notons C son support sche´matique.
On conside`re la suite exacte 0 −→ E −→ E′′ −→ Q −→ 0 a` laquelle on applique le foncteur
HomOXk















Par ailleurs, nous savons que la fle`che de HomOXk
(Q,F) dans Ext2OXk
(Q,F) (qui est la
compose´e de p et f) est nulle. Ceci donne une fle`che de F dans Ext2OXk
(Q,F) qui permet de





THE´ORE`ME 2.8. — Si E est limite re´duite de fibre´s vectoriels, alors on a l’annulation de



















Pour montrer le the´ore`me, il suffit de montrer que j est un isomorphisme.
Etudions les noyaux et conoyaux des deux premie`res fle`ches verticales. Sous nos hypothe`ses,
le complexe Eˇ• n’a que deux termes et sa cohomologie est E′′ et Q en degre´s 1 et 0. On applique
alors le foncteur HomOXk







Elle permet de montrer que le conoyau de la fle`che HomOXk
(E′′,F) −→ Ext2OXk
(Q,F) est nul





Le meˆme raisonnement avec le complexe Eˇ• et le foncteur HomOXA
( • ,F), donne :
H2(HomOXA
(Eˇ•,F)) −→ HomOXA
(E ,F) −→ Ext2OXA
(Ext1OXA
(E ,OXA),F) −→ 0
Cependant les complexes HomOXk
(Eˇ•,F) etHomOXA
(Eˇ•,F) sont identiques ainsi on comple`te



















ce qui montre que j est un isomorphisme.
Nous montrons maintenant qu’il suffit de ve´rifier les conditions des the´ore`mes 2.6 et 2.8 pour
le faisceau F = Q.
Soit B un anneau commutatif noethe´rien et Mod(B) la cate´gorie des B-modules de type
fini. On dit qu’un foncteur additif F : Mod(B) −→ Ab est cohe´rent si il admet une pre´sentation
repre´sentable :
hN −→ hM −→ F −→ 0
ou` M et N sont des objets de Mod(B) et hN est le foncteur HomMod(B)(N, •). Les foncteurs
cohe´rents forment une cate´gorie abe´lienne note´e Coh(B). C’est une sous cate´gorie pleine de celle
des foncteurs.
En prenant un recouvrement affine de X par des ouverts Ui d’anneau Bi, nous pouvons
de´finir la cate´gorie Coh(X) : les objets sont les collections (Fi, ui,j) ou` Fi est un e´le´ment de
Coh(Bi) et ui,j un isomorphime entre Fi et Fj sur l’ouvert Ui,j. Les ui,j doivent e´videment
ve´rifier la condition de cocycle sur Ui,j,k.




(Q, •)) ≃ Ext2OX (Q,Q)




(Q, •),Ext2OX (Q, •)) ≃ H
1Ext1OX (Q,Q).
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De´monstration : Le premier cas vient directement du fait que l’on a (cf. [Ha2] lemme 1.2)
HomCoh(B)(hN , F ) ≃ F (N).
Pour le second cas, on commence par l’identification locale suivante :











De´monstration : Le faisceau Q est ici de dimension projective 2 et il existe une re´solution
localement libre syme´trique de ce faisceau. Nous en de´duisons que ExtiOX (Q, •) ≃ Tor
OX
2−i(Q, •)







(Q|Ui , •)) ≃ HomCoh(Bi)(Tor
Bi
1 (Q|Ui , •), Q|Ui ⊗Bi •).
Par ailleurs, il existe une involution note´e ∗ de Coh(Bi) dans lui meˆme qui est exacte con-
travariante et qui echange Exti(M, •) et Tori(M, •) ([Ha2] paragraphe 4). Le groupe d’homo-
morphisme pre´ce´dent est donc isomorphe a`
HomCoh(Bi)(hQ|Ui




Pour F et G des objets de Coh(X), nous pouvons de´finir un OX -module Hom(F,G) qui est




(Q, •)) ≃ Ext1OX (Q,Q).
Pour conclure nous utilisons la suite spectale de composition de foncteurs suivante :
Hp(Extq(F,G))⇒ Extp+q
Coh(X)(F,G).
On l’applique aux foncteurs F = Ext1OX (Q, •) et G = Ext
2
OX
(Q, •) ≃ Q ⊗ • . Le foncteur G
e´tant injectif (cf. [Ha2] proposition 4.9), nous obtenons l’identification voulue.
Remarques 2.11. — (ı) Le groupe Ext1OC (Ext
1
OX
(Q,Q),Ext2OX (Q,Q)) est exactement le
groupe H1Ext1OX (Q,Q). Par ailleurs, ce dernier groupe s’identifie a` H
1NC ou` NC est le fibre´
normal a` C. Nous avons donc identifie´ une obstruction dans ce dernier groupe. C’est dans ce
meˆme groupe qu’apparaˆıt dans [ES] ce que nous appelons la condition d’Ellingsrud et Strømme.
(ıı) Nous donnons ici un exemple lorsque X n’est pas P3. Soit X le volume de Fano cubique
lisse de P4. Le faisceau inversible ωX est OX(−2) il admet donc OX(−1) comme racine carre´e.
L’espace des modules MX(0, 2, 0) a e´te´ e´tudie´ dans [D] et [IM]. En particulier, S. Druel donne
une description comple`te du bord de l’ouvert des fibre´s vectoriels. Un faisceau E de ce bord est
de l’une des deux formes suivantes :
0 −→ E −→ O2X −→ θC(1) −→ 0
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ou` θC est une the´ta caracte´ristique sur une conique lisse de X, ou bien :
0 −→ E −→ O2X −→ θL1(1)⊕ θL2(1) −→ 0
ou` θLi est une the´ta carcte´ristique sur la droite Li. Ces faisceaux ve´rifient donc les conditions
du the´ore`me 2.3 mais aussi celles des the´ore`me 2.6 et 2.8 qui sont dans ce cas triviales.
On ne connait pas de de´formation explicite ayant pour limite les faisceaux pre´ce´dents. On ne
peut a` fortiori en connaˆıtre de re´duite. Il semble cependant raisonnable de penser qu’il existe des
de´formations re´duites ayant pour limite les faisceaux pre´ce´dents (c’est ce qu’affirme la conjecture
0.7).
(ııı) Nous donnons dans [P2] un exemple complet lorsque X est la quadrique lisse de P4.
Nous ve´rifions que les conditions sont suffisantes et qu’une de´formation ge´ne´rale est re´duite.
3 De´formations de faisceaux par homothe´tie
Dans ce paragraphe, nous de´crivons une famille V de faisceaux deMP3(0, c2, 0) pour laquelle
les conditions pre´ce´dentes sont non triviales et suffisantes. Nous construisons ainsi en partic-
ulier une famille adhe´rente a` la varie´te´ Ic2 des instantons qui est toujours en codimension 1 et
irre´ductible pour c2 ≤ 5.
Soit θ une the´ta-caracte´ristique plane et soit W sous-espace vectoriel de dimension 2 de
sections de θ(2) tel que la fle`che W ⊗ OX −→ θ(2) est surjective. Notons V la famille de
MP3(0, c2, 0) des faisceaux E0 de´finis par :
0 −→ E0 −→W ⊗OX −→ θ(2) −→ 0.
La dimension de V est 12c2(c2 + 3) + 4c2 − 1. La dimension attendue (et obtenue au moins en
bas degre´s) de U est 8c2 − 3. On ne s’attend donc pas a` ce que la varie´te´ V soit adhe´rente a` U.
Nous utilisons la construction de G. Ellingsrud et S.A. Strømme [ES] pour de´crire des
de´formations “par homothe´tie” de fibre´s vectoriels. Nous montrons (the´ore`me 3.2) qu’un ferme´
V0 de V est adhe´rent a` U. Il est de´fini par les couples (θ,W ) ve´rifiant ce que nous appelons “la
condition d’Ellingsrud et Stømme”, qui apparaˆıt dans [ES] et dont nous montrons qu’elle est
implique´e par la condition du the´ore`me 2.8 (proposition 3.9).
Nous de´crivons par ailleurs (the´ore`me 3.2) un parame´trage de V0 qui prolonge celui d’un
ouvert UP de U de´crit dans [ES]. Nous ve´rifions ainsi que V0 est de codimension 1 dans UP .
3.1 Notations et rappels
Nous rappelons ici quelques notations et re´sultats de [ES]. Soit P un point de P3 et soit
p : P˜3 −→ P3 l’e´clatement de ce point dans P3. On a un morphisme q : P˜3 −→ P2 ou` P2 est la
varie´te´ des droites de P3 passant par P . Le morphisme q est le fibre´ en droites projectives associe´
au faisceau OP2 ⊕OP2(1). On note OP˜3(σ) (resp. OP˜3(τ)) le faisceau q
∗OP2(1) (resp. p
∗OP3(1)).
Le diviseur exceptionnel est note´ B.
Soit E un faisceau localement libre de rang 2 sur P3 et supposons que
12
– il existe au moins une droite non sauteuse pour E passant par P ,
– il n’existe pas de droite bisauteuse pour E passant par P .
Ces condition sont ve´rifie´es sur un ouvert non vide Up de U. On note E˜ le faisceau p
∗E, on a
E = p∗E˜. On note F le faisceau q∗p
∗E et θ le faisceau R1q∗p
∗E(−1). Le faisceau θ est une the´ta
caracte´ristique, soit C son support. Le faisceau F est de´fini par deux sections de θ(2) :
0 −→ F −→ O2P2 −→ θ(2) −→ 0 (1)
Le faisceau E˜ est le noyau d’une fle`che surjective q∗Fˇ
φ
−→ q∗θ(σ + τ).
G. Ellingsrud et S.A. Strømme montrent que, pour tout faisceau F de´fini par deux sections
de θ(2) ou` θ est une the´ta-caracte´ristique plane, on a
PROPOSITION [ES]. — Le faisceau F admet la de´composition Fˇ |C ≃ θ(1)⊕ θ(2) note´e (D) si
et seulement si il existe des fle`ches surjectives q∗Fˇ
φ
−→ q∗θ(σ + τ).
Ces conditions sont e´quivalentes a` dire que F provient d’un faisceau E ∈ U. La de´composition
(D) est ce qu’on appele la condition d’Ellingsrud et Strømme, elle a e´te´ exprime´e directement
sur la the´ta-caracte´ristique par [H] (voir plus loin), nous la re´interpre´tons a` la proposition 3.9.
Soit θ une the´ta-caracte´ristique plane et F un faisceau de´fini par la suite exacte (1). Il existe
une fle`che surjective m1 unique a` homothe´tie pre`s :
0 −→ O2P2 −→ Fˇ
m1−→ θ(1) −→ 0 (2).
En particulier on a φ|B = λm1 ou` λ est un scalaire non nul. La resctriction de m1 a` la courbe
C donne la suite exacte :
0 −→ θ(2) −→ Fˇ |C −→ θ(1) −→ 0 (3).
3.2 Les familles V et V0
G. Ellingsrud et S.A Strømme ont donne´ dans [ES] un parame´trage birationnel de l’ouvert
UP . Rappelons le rapidement.
Notons ThetaP2(c2) le sche´ma des the´ta-caracte´ristiques planes sur une courbe de degre´
c2 (suppose´es localement libre sur leur support). Sur ThetaP2(c2) × P
2, il existe une the´ta-
caracte´ristique universelle Θ. Conside´rons la grassmannienne Grass(2, pr1∗(Θ(2))
∨) des sous-
fibre´s de rang 2 de pr1(Θ(2))
∨. On note K le sous fibre´ tautologique et G l’ouvert de la grass-
mannienne ou` le morphisme naturel
K ⊠OP2 −→ Θ(2)
est surjectif. On note alors F le noyau de cette fle`che.
Pour qu’un tel faisceau provienne d’un fibre´ sur P3, G. Ellingsrud et S.A. Strømme ont
identifie´ une condition de scindage (D) (cf. proposition [ES]). F. Han [H] a e´tudie´ cette condition





Le faisceau F est de´fini par deux sections de θ(2) c’est a` dire par un point ξ′ de Λ2H0θ(2).
F. Han montre alors que F provient d’un fibre´ vectoriel sur P3 si et seulement si ψ(ξ′) est nul.
Notons G0 le ferme´ de G de´fini par cette dernie`re condition. Sur G0 on de´finit alors le
faisceau R = prG0∗(HomP˜3×G0
(q∗Fˇ , q∗Θ(σ + τ))). Le noyau de la fle`che universelle de q∗Fˇ
dans q∗Θ(σ + τ) de´fini une application rationelle π : PG0(Rˇ) 99K MP3(0, n, 0).
THE´ORE`ME [ES]. — L’image par π de l’ouvert de PG0(Rˇ) correspondant aux fle`ches de q
∗Fˇ
dans q∗Θ(σ + τ) surjectives est isomorphe a` UP .
DE´FINITION 3.1. — Nous de´finissons la varie´te´ V (resp. V0) en faisant la construction de G
(resp. G0) en famille au dessus de la varie´te´ des plans de P
3. Le noyau de la fle`che universelle
surjective O2
V
−→ Θ(2) de´fini une immersion de V (et donc de V0) dans MP3(0, c2, 0).
La suite exacte de de´finition de F donne par dualite´ une fle`che
m1 : q
∗Fˇ −→ q∗Θ(σ)
qui est unique a` homothe´tie pre`s. Ainsi le faisceau prG0∗(HomP˜3×G0
(q∗Fˇ , q∗Θ(σ))) est in-
versible, notons le L. Le faisceau prG0∗(HomP˜3×G0
(P˜3,O
P˜3
(τ))) est isomorphe au faisceau trivial
H0OX(1) ⊗OG0 .
Notons R0 le faisceau H







(q∗Fˇ , q∗Θ(σ)) −→ Hom
P˜3×G0
(q∗Fˇ , q∗Θ(σ + τ))
nous obtenons un fle`che injective de R0 dans R.
THE´ORE`ME 3.2. — La varie´te´ V est de dimension 12c2(c2 + 3) + 4c2 − 1 et est contenue dans
MP3(0, c2, 0). La varie´te´ V0 s’identifie a` l’image par π de PG0(Rˇ0), elle est adhe´rente a` UP et
de codimension 1.
A` un point (θ,W,H) de V correpond un faisceau E0 :
0 −→ E0 −→W ⊗OX −→ θH(2) −→ 0
ou` θ est une the´ta caracte´ristique sur le plan H et W ⊂ H0θH(2) est de dimension 2.
De´monstration : Si (θ,W,H) ∈ V, le faisceau E0 correpondant est e´videment de´fini par la
suite exacte ci-dessus. On calcule facilement la dimension de V. Nous de´crivons au prochain
paragraphe l’identification entre V0 et π(PG0(Rˇ0)) ce qui prouve que V0 est en codimension 1.
Remarques 3.3. — (ı) Pour c2 ≤ 11, F. Han [H] remarque en citant [ES] paragraphe (4.2)
que la varie´te´ G0 domine la varie´te´ ThetaP2(c2). Cette dernie`re a deux (resp. trois) com-
posantes irre´ductibles si c2 est pair (resp. impair) [S]. Ces composantes correspondent aux the´ta-
caracte´ristiques paires impaires et canoniques (quand elles existent). Nous notons Vpair0 , V
impair
0
et Vcan0 les composantes de V0 associe´es.
14
Soit E0 un faisceau deV0 et θ la the´ta-caracte´ristique correspondante. Si E ∈ UP se de´forme
en E0, on a l’e´galite´ h
0θ ≡ h1E(−2) (mod 2). En d’autres termes, la parite´ de θ est e´gale a` celle
de l’invariant d’Atiyah-Rees de E.
(ıı) Si c2 ≤ 5, F. Han a montre´ que G
pair
0 est irre´ductible. La famille V
pair
0 forme donc une
composante irre´ductible de Ic2 .
3.3 La de´formation
Notons A l’anneau de valuation discre`te k[a](a). Pour tout faisceau M de´fini sur Spec(k),
nous noteronsMA le faisceau M⊗kA. Nous nous donnons un fibre´ E ∈MP3(0, c2, 0) et un point
P ve´rifiant les conditions du paragraphe 3.1. Nous construisons une de´formation de E vers un
point de V0.
Soit H˜ le transforme´ strict d’un hyperplan H de P3 ne rencontrant pas P . Notons encore
H ∈ H0O
P˜3
(τ) l’e´quation de H˜ dans P˜3. Notons φA la fle`che aφ+H◦q
∗m1 (c’est une de´formation
d’un point ge´ne´ral de PG0(Rˇ) vers un point de PG0(Rˇ0)). Nous construisons la famille E˜ suivante :
0 −→ E˜ −→ q∗FˇA
φA−→ q∗θA(σ + τ)
La platitude de q∗FˇA impose celle de E˜ . En appliquant le foncteur p∗, on a la suite exacte




qui montre que la famille E = p∗E˜ est plate. Le faisceau ge´ne´ral de E est un instanton. Le
morphisme q identifieH a` P2. Nous noterons θH(2) le faisceau q
∗θ(σ+τ)|H ≃ θ(2). Pour terminer
la de´monstration du the´ore`me 3.2, nous devons montrer que la limite E0 est un e´le´ment de V0.
Nous de´crivons ainsi l’identification entre V0 et PG0(Rˇ0).
PROPOSITION 3.4. — Le conoyau de φA est θH(2).
De´monstration :
LEMME 3.5. — La fle`che fA suivante est surjective :
q∗FˇA ⊕ q
∗θA(σ)
fA−→ q∗θA(σ + τ)⊕ q






De´monstration : Notons f0 la spe´cialisation de fA sur le corps re´siduel. Il suffit de montrer
la surjectivite´ de f0 (lemme de Nakayama). Elle est e´quivalente a` la surjectivite´ de la fle`che :
q∗Fˇ
(φ|Hm1 )−→ θH(2) ⊕ q
∗θ(σ)
Cette surjectivite´ ne pose proble`me que sur le support des faisceaux a` l’arrive´e. De plus, comme
φ et m1 sont surjectives, la question de la surjectivite´ se pose seulement sur H ∩ S ≃ C. On a :
θ(1)⊕ θ(2) ≃ Fˇ |C
(φ|Hm1 )−→ θ(2)⊕ θ(1)
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Les fle`ches m1 et φ|H prises inde´pendement sont surjectives. Ainsi les deux endomorphismes de
θ(1) et θ(2) sont des scalaires non nuls et on a la surjectivite´.









φA−→ q∗θA(σ + τ)
ce qui nous permet de dire graˆce au lemme 3.5 que le conoyau de φA est celui de la fle`che
q∗θA(σ + τ)⊕ q
∗θA(σ)
(a,H)
−→ q∗θA(σ + τ).






















PROPOSITION 3.6. — Le faisceau R1p∗E˜ est nul.
De´monstration : Calculons la restriction au diviseur exceptionnel B de la suite exacte de
de´finition de E˜ . Rappelons que φ|B = λm1. Nous savons que H ∩ B est vide et que l’e´quation
H est inversible sur B. On a la suite exacte :
0 −→ E˜|B −→ FˇA
(aλ+H)m1
−→ θA(1) −→ 0.




(cf. suite exacte (2)).
On montre alors que le faisceau R1p∗E˜ est nul (voir par exemple [ES] proposition (2.4)).
THE´ORE`ME 3.7. — Le faisceau limite E0 de la famille E est un faisceau sans torsion non
localement libre. Son bidual E′′0 est trivial et le conoyau de l’injection canonique de E0 dans E
′′
0
est θ(2) ou` θ est une the´ta-caracte´ristique sur une courbe plane.
De´monstration : La proposition 3.6 montre que, si on note E˜0 (resp. (p∗E˜)0) la spe´cialisation
au corps re´siduel du faisceau E˜ (resp. (p∗E˜)), alors on a (p∗E˜)0 = p∗E˜0. C’est le faisceau limite,
notons le E0.
Par ailleurs, la suite exacte (4) montre que la restriction de l’image de φA au corps re´siduel
est q∗θ(σ)⊕ θH(2). La fle`che de Fˇ dans q
∗θ(σ) est m1
ce qui nous donne la suite exacte
0 −→ E0 −→ O
2
X −→ θH(2) −→ 0 (5).
Ceci termine e´galement la de´monstration du the´ore`me 3.2.





















). Il est donc annule´ par a.
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Nous montrons maintenant que la condition d’Ellingsrud et Strømme (D) est implique´e par
le the´ore`me 2.8. On applique le foncteur HomOX ( • , θ(2)) a` la suite exacte (5). On obtient la
suite exacte longue :
0 −→ HomOX (θ(2), θ(2)) −→ θ(2)
2 −→ HomOX (E0, θ(2)) −→ Ext
1
OX (θ(2), θ(2)) −→ 0
qui de´fini une extension ξ de Ext1OX (θ(2), θ(2)) par ωC(4). Remarquons que le faisceau ωC(4)
est isomorphe au faisceau Ext2OX (θ(2), θ(2)).
PROPOSITION 3.9. — La condition (D) est e´quivalente a` l’annulation de l’e´le´ment




De´monstration : On identifie H a` P2. On applique le foncteur HomOH ( • , θ(2)) a` la suite
exacte (1). On obtient la suite exacte longue :
0 −→ HomOH (θ(2), θ(2)) −→ θ(2)
2 −→ HomOX (F, θ(2)) −→ Ext
1
OH (θ(2), θ(2)) −→ 0
qui de´fini une extension ξ′ de Ext1OH (θ(2), θ(2)) par ωC(4). La condition (D) dit exactement
que cette extention ξ′ est triviale. Cependant on a l’identification
Ext1OX (θ(2), θ(2)) ≃ Ext
1
OH (θ(2), θ(2)) ⊕HomOH (Tor
OX
1 (θ(2),OH), θ(2)).
Le faisceau HomOH (Tor
OX
1 (θ(2),OH ), θ(2)) est ωC(3). Comme le groupe H
1ωC(3) est nul, les
extensions ξ et ξ′ sont nulles en meˆme temps. Cette proposition et le the´ore`me 2.8 montrent en
particulier que, dans V, seuls les points de V0 sont adhe´rents a` U.
Remarque 3.10. — En remplac¸ant le plan H par le diviseur exceptionnel B et la fle`che m1
par une fle`che m2 (non unique) de q
∗Fˇ dans q∗θ(2σ), on peut construire de la meˆme fac¸on des
faisceaux E0 limites de fibre´s vectoriels de la forme :
0 −→ E0 −→ E
′′
0 −→ Q −→ 0
ou` Q est un faisceau supporte´ au point P et E′′0 est isomorphe a` p∗q
∗N pour un faisceau N
localement libre sur P2.
Remarque 3.11. — Soit θ une the´ta-caracte´ristique telle que θ(2) est engendre´ par ses sections.
De la meˆme fac¸on que [H] nous pouvons construire une fle`che
Λ2H0θ(2) −→ Ext1(Ext1OX (θ(2), θ(2)),Ext
2
OX (θ(2), θ(2)))
qui correspond a` la condition du the´ore`me 2.8 lorsque E′′ est trivial.
Remarquons que l’on a les identifications Ext2OX (θ(2), θ(2)) ≃ HomOC (OC , ωC ⊗ ωX) et
Ext1OX (θ(2), θ(2)) ≃ HomOC (Tor
OX
1 (θ(2), θ(2)), ωC⊗ωX), le groupe d’extensions pre´ce´dent est
donc isomorphe a` H1(TorOX1 (θ(2), θ(2))). Nous alors de´terminer une fle`che de Λ
2H0θ(2) dans
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H1TorOX1 (θ(2), θ(2)). Soit L0 le faisceau H
0θ(2)⊗OX , on a le diagramme :
0 −→ α −→ L0 −→ θ(2) −→ 0
↑ ↑ ‖
0 −→ E −→ O2X −→ θ(2) −→ 0
En tensorisant par θ(2) on a :
0 −→ TorOX1 (θ(2), θ(2)) −→ α⊗ θ(2) −→ L0 ⊗ θ(2)
f
−→ θ(2)⊗ θ(2) −→ 0
↑ ↑ ↑ ‖




−→ θ(2)⊗ θ(2) −→ 0
Notons K et K ′ les noyaux de f et g. On a K ′ ≃ OC et le diagramme :
H0K −→ H1TorOX1 (θ(2), θ(2))
↑ ‖
H0K ′ −→ H1TorOX1 (θ(2), θ(2))
Nous montrons que l’on peut factoriser la fle`che verticale de gauche par H0Λ2L0. On regarde le
diagramme de complexes horizontaux :
0 −→ Λ2L0 −→ L0 ⊗ θ(2) −→ S
2θ(2) −→ 0
↑ ↑ ‖
0 −→ Λ2O2X −→ O
2
X ⊗ θ(2) −→ S
2θ(2) −→ 0
Ces deux complexes sont exacts sauf a` gauche. En effet ce sont des facteurs directs des complexes
0 −→ L0 ⊗ L0 −→ (L0 ⊗ θ(2))
2 −→ θ(2)⊗ θ(2) −→ 0
et 0 −→ OX ⊗OX −→ (O
2
X ⊗ θ(2))
2 −→ θ(2)⊗ θ(2) −→ 0
dont la cohomologie est nulle sauf a` gauche. Nous avons alors le diagramme :
0 −→ Ker1 −→ Λ
2L0 −→ K −→ 0
↑ ↑ ‖
0 −→ Ker2 −→ Λ
2O2X −→ K
′ −→ 0
ce qui nous donne la factorisation recherche´e. La fle`che
Λ2H0θ(2) = H0Λ2L0 −→ H
0K −→ H1TorOX1 (θ(2), θ(2))
de´fini la condition du the´ore`me 2.8.
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